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1 The rate of steady heterogeneous nucleation in-

volving chemical reactions

Chigai et al (2002)を参考にして、塵 (TiC)表面での炭素の不均質核形成における
核生成率 Jを求める。いま、TiCからなる球形のグレイン上での C(graphite) に不均質
核形成を考える。

定常状態では、TiC表面への衝突率と吸着率はつりあうので、

c1 < v >= n1ν
′
1 exp

(
−W

kT

)
(1.1)

が成り立つ。ここで、

• n1:TiC表面におけるC2H2分子の面数密度

• c1:気相での C2H2分子の数密度

• W :TiC表面への吸着エネルギー

• < v >=
√

kT
2πm1

:平均熱速度

• m1:C2H2分子の質量

• ν ′1:C2H2分子の TiC表面に垂直な振動の振動数

• ns単位面積当たりの凝縮できるサイトの数

である。TiC表面で、以下の反応を通して、炭素のクラスターが形成されると仮定する。

C2H2 + C2H2 � C4 + 2H2 (1.2)

(C)2i + C2H2 � C2i+2 + H2 i ≥ 2 (1.3)

不均質核形成において、塵表面にあるクラスターは、(1)塵表面での拡散と (2)気相から
の直接衝突によって、成長する。
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過程 (1)(塵表面での拡散)による、i-merから i+1-merの形成の反応定数を li、過程
(2)(気相からの直接衝突)による、i-merから i+1-merの形成の反応定数を kiとすると、

li = α′
s2πri sinψaν1 exp

(
− Q

kT

)
(1.4)

k̃i = αs4πr
2
i sin2 ψ

2

√
kT

2πm1

(1.5)

と書ける。ここで、

• αs, α
′
s:付着確率

• Q:拡散の活性化エネルギー

• a:格子定数

• ν1:C2H2分子の TiC表面に平行な振動の振動数

である。ここで簡単のため、ガスとTiC表面は等温であると仮定した。これらの反応定
数を使うと、J1, Jiは、

J1 = k̃1n1c1 + l1n
2
1 − k′in(2)c2 (1.6)

Ji = k̃in(i)c1 + l1n(i)n1 − k′in(i+ 1)c2 i ≥ 2 (1.7)

と表される。ここで、

• k′i:逆反応定数

• n(i):TiC表面にある i-merの面数密度

• c2:気相におけるH2分子の数密度

である。定常状態では、J1 = Jiであることに注意。“rate constant” l̃iを

l̃ic1 ≡ lin1 i ≥ 1 (1.8)

と定義すると、核生成率は、

J1 = (k̃1 + l̃1)n1c1 − k′1n(2)c2 (1.9)

Ji = (k̃i + l̃i)n(i)c1 − k′in(i+ 1)c2 i ≥ 2 (1.10)

と表される。また、

k̃i + l̃i = αs4πr
2
i sin2 ψ

2

(
kT

2πm1

)1/2 [
1 +

a

ri
cot

ψ

2
exp

(
W −Q

kT

)]
(1.11)
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である。ここで、v′1 = v1, αs = α′
sを仮定した。平衡状態では、J1 = Ji = 0となるので、

(k̃1 + l̃1)ṅ1ċ1 = k′1ṅ(2)ċ2 (1.12)

(k̃i + l̃i)ṅ(i)ċ1 = k′iṅ(i+ 1)ċ2 i ≥ 2 (1.13)

が成り立つ。ここで、ṅ1などは平衡状態での値を意味している。(1.12)と (1.9)、(1.13)

と (1.10)から、それぞれ k′を消去すると、

J1 = (k̃1 + l̃1)n1c1

(
1 − 1

b2
n(2)

ṅ(2)

)
(1.14)

Ji = (k̃i + l̃i)ṅ(i)c1

(
n(i)

ṅ(i)
− 1

b

n(i+ 1)

ṅ(i+ 1)

)
i ≥ 2 (1.15)

となる。ここで、

b =

(
c1
ċ1

ċ2
c2

)
(1.16)

である。導出の際、TiC表面にあるC2H2の面密度と気相にあるC2H2の密度の比は等し
いことを用いた (n1/c1 = ṅ1/ċ1, n2/c2 = ṅ2/ċ2)。J1 = Ji = Jであるので、

1

J
=

1

(k̃1 + l̃1)c1n1

+
∞∑
i=2

1

(k̃i + l̃i)c1ṅ(i)bi
(1.17)

と求まる。ここで、limi→∞
n(i)
ṅ(i)

= 0であることを使った。分子 aの化学ポテンシャルは、
ṅa/ns � 1において、

μa = −Wa + kT ln

(
ṅa

ns

)

と与えられる。ここでWaは吸着エネルギーである。平衡面密度 ṅ(i) は、(1.2),(1.3)に
おける化学ポテンシャルのつりあい (μi + iμ2 = iμ1)より

˙n(i)

ns

(
ns

ṅ1

)i(
ṅ2

ns

)i

= exp

[
−W (i) − iW1 + iW2

kT

]
(1.18)

となる。(1.17)の中の ṅ(i)biは、

ṅ(i)bi = n1
ns

n2

exp (−g(i)) (1.19)

となり、ここで

g(i) =
W (i) − iW1 + iW2

kT
− (i− 1) ln

(
n1

n2

)
(1.20)

である。したがって、

J−1 =
[(
k̃1 + l̃1

)
c1n1

]−1

+

∞∑
i=2

[(
k̃i + l̃i

)
c1n1

ns

n2
exp(−g(i))

]−1

(1.21)
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bulk graphiteの key species(C2H2)の化学ポテンシャルを導入すると、g(i)は、

g(i) = −(i−1)

[
μs − iW1 + iW2

kT
− ln

(
n1

n2

)]
+
W (i) − iW1 + iW2 − (i− 1)μs

kT
i ≥ 2

(1.22)

と書ける。これは、C2H2から i-merを作るのに必要な最小仕事を kTで割ったものである
(Yamamoto et al 2001)。右辺第一項は i-merの体積エネルギーを、第二項は表面エネル
ギーを表している。capillaty近似を適用すると、g(i)は、TiCの表面張力 σ1と graphite

の表面張力 σ1、そして、TiCと graphiteの表面張力 σ12によって表すことができる。

g(i) = −V2

Ω2

lnS +
σ2S23 + (σ12 − σ1)S12

kT
(1.23)

= −V2

Ω2
lnS +

σ2 (S23 −mS12)

kT
(1.24)

ここで、m = cos θ = (σ1 − σ12/σ2)であり、θは TiCと graphiteの接触角である。また、
Sは、拡張された過飽和度 (Kozasa and Hasegawa, 1987; Chigai et al., 1999; Yamamoto

et al 2001)である。

lnS = −μs −W1 +W2

kT
+ ln

n1

n2

(1.25)

で与えられる。ここで、

• V2:i-merの体積

• S23:i-merと気相の接触面積

• S12:i-merと TiCの接触面積

• Ω2:C2H2一個あたりの graphiteの体積

である。
幾何学から、

S23 = 4πr2
i sin2 ψ

2
S12 = 4πr2

i sin2 φ

2
(1.26)

と求まる。ここで、cosψ = −(ri−Rm)/d, cosφ = (R−rim)/d, d = (R2 +r2
i −2riRm)1/2

である。また、体積は

V2 =
4

3
πr3

i

2 − 3 cosψ + cos3 ψ

4
− 4

3
πR3 2 − 3 cosφ+ cos3 φ

4
(1.27)

x ≡ R/ri, g ≡ (1 + x2 − 2mx)1/2を使うと、

cosψ = −1 −mx

g
(1.28)

cosϕ =
x−m

g
(1.29)

d = rig (1.30)
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となる。すると、V2は、

V2 =
4

3
πr3

i ×
1

4

[
2 + 3

(
1 −mx

g

)
−
(

1 −mx

g

)3

− x3

(
2 − 3

(
x−m

g

)
+

(
x−m

g

)3
)]

≡ 4

3
πr3

i ×K(m, x) (1.31)

となり、S12 −mS23は、

S12 −mS23 = 4πr2
i ×

1

2

[
1 +

(
1 −mx

g

)
−mx2

(
1 −

(
x−m

g

))]
≡ 4πr2

i ×H(m, x)

(1.32)

となる。
K,Hを使って、gを表すと、

g(i) = −4πr3
i

3Ω2

K lnS +
4πr2

i σ2

kT
H (1.33)

となり、これは、均質核形成における最小仕事と同じような形をしている。dg(i)/di = 0

から求まる臨界クラスターサイズ i∗より、臨界クラスター半径 ri∗ = (2μ/3 lnS)a0が求ま
る。ここで、μ = 4πa2

0σ2/kT, a0 = (3Ω2/4π)1/3である。核形成のエネルギー障壁は g(i∗)
と等しく、

g(i∗) =
4μ3

27(lnS)2
f1(m, x∗) (1.34)

と与えられる。ここで

f1(m, x) =
1

2

[
1 +

(
1 −mx

g

)3

+ x3

(
2 − 3

(
x−m

g

)
+

(
x−m

g

)3
)

+ 3mx2

(
x−m

g
− 1

)]

(1.35)

である。g(i)を i = i∗のまわりで二次の項まで展開して、(1.21) の和を積分で置き換え
ると、核形成率は

J = αsΩ2

(
2σ2

πm1

)1/2

c1n1Π
′Θ2∗Θ3∗ exp

[
−4μ3f1(m, x∗)

27(lnS)2

]
(1.36)

と求まる。ここで、Π′ = ns/n2、

Θ2∗ =

(
f
−1/2
2 sin2 ψ

2

)
ri=ri∗

(1.37)

f2(m, x) =
1

2

[
1 +

1

2g3
× (2 − 6mx+ 3x2 + 3m2x2 − 3mx3 +m3x3

)]
(1.38)

Θ3∗ =

[
1 +

a

ri
cot

ψ

2
exp

(
W −Q

kT

)]
ri=ri∗

(1.39)



6

である。
colaprete and toon 2003では、核生成率は

J =
4π2r2

cnZse

(2πkT )1/2
a2

gcl exp

(
ΔFdes − ΔFsd − fΔFg

kT

)
(1.40)

となる。(1.36)式を上式と対応するように書き直してみる。まず、expの中身の g(i∗)は、

g(i∗) =
4πr2

i∗σ2

3kT
f1(m, x∗) (1.41)

= f1(m, x∗)
ΔFg

kT
(1.42)

と書ける。これは f1(m, x∗)を除くと、均質核生成における活性化エネルギーΔFgを kT

で割ったものと等しい。(1.36)式に Θ∗3を代入すると、

J = αsΩ2

(
2σ2

πm1

)1/2

c1n1Π
′Θ2∗

[
exp

(
−f1ΔFg

kT

)
+
a

ri
cot

ψ

2
exp

(
W −Q− f1ΔFg

kT

)]
ri=ri∗

(1.43)

となる。式を比較してみてわかるのは、

• Colaprete and Toon (2003)では、凝縮核は球状ではなく、平面上での核形成を考
えている。

• また、直接衝突による成長は考えておらず、拡散による成長だけを考えている。
(1.43)式の右辺第一項の exp

(
−f1ΔFg

kT

)
が Colaprete and Toon (2003)で使われてい

る式には無い。この項は、(1.11)式の第一項 (ki)から出てきた項である。


