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ニュートン法

非線形方程式を解くときには計算時間などのコストを考えると「ニュートン法」1 )を用い
るのが良い. ニュートン法は「非線形の世界も極く小さな領域だけ見ればほぼ線形の世界
である」という「一般原理」に基づいているので,理論的には適用可能範囲が大変広く,実
用的である.

「非線形の世界も極く小さな領域だけ見ればほぼ線形の世界である」ことを以下に示す. 非
線形の関数 f(x)があるとする. そのとき, f(x)を x = aのまわりでテイラー展開を行う.

ただし, x− a = hとする.

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)h2

2!
+ · · · (1)

ここで h ≪ 1のときは hが 2次以上の項は無視できる. よって

f(a+ h) ∼ f(a) + f ′(a)h. (2)

右辺は線形なので h ≪ 1という極く小さな領域だと線形とみなせる. この近似は非線形の
関数がデルタ関数や不連続な関数以外の性質の良い関数の場合に成り立つ. 例えばべき級
数などである. テイラー展開の説明は正しいか要確認.

公式

ニュートン法の公式は反復公式である. 今,方程式 f(x) = 0の一つの解 αの「近くに」あ
る初期近似値 x(0) から出発し,近次解 x(1) を求める.

1 ) ニュートン・ラフソン (Newton-Raphson)法ともいう.
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f(x(0)) = f ′(x(0))× (x(0) − x(1)) (3)

なので

f(x(0))

f ′(x(0))
= x(0) − x(1),

x(1) = x(0) − f(x(0))

f ′(x(0))
. (4)

f(x(0))

x(0)x(1)

f ′(x(0))

α

x

f(x)

図 1 ニュートン法概略図. x(0) は初期値, x(1) は次の値. 青線は f ′ の勾配をもちかつ
f(x)を通る一次関数であり,実際の解は αである.

よって,これを図にすると図 1のようになる.

この式の ν + 1回目は
x(ν+1) = x(ν) − f(x(ν))

f ′(x(ν))
. (5)

これを用いて,次々と望むらくは改良された近似解 x(1), x(2), · · · を計算する 2 ).

さらに多変数の非線形 n元連立方程式

fi(x1, · · · , xn) = 0 (i = 1, · · · , n) (6)

2 ) x0 が αととても離れていると期待される解 αの近似値を求められない場合があるので, αの見当が付い
ていないと使えない.
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の場合にも (5) 式を自然に拡張することができる. αi(i = 1, · · · , n) を fi(xi)(i =

1, · · · , n) のとある解とする. x
(0)
i (i = 1, · · · , n) をその初期近似解としたとき更に精

度の良い近似解 x
(1)
i (i = 1, · · · , n)があるとすると, fi(x

(1)
i )(i = 1, · · · , n)は

fi(x
(1)
1 , x

(1)
2 , · · · , x(1)

n ) ∼ fi(x
(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)

n )+
n∑

j=1

∂fi(x
(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)

n )

∂xj
(x

(1)
j −x

(0)
j )

(7)

と表される. この式の ν + 1回目は

fi(x
(ν+1)
i ) ∼ fi(x

(ν)
i ) +

n∑
j=1

∂fi(x
(ν)
i )

∂xj
(x

(ν+1)
j − x

(ν)
j ). (8)

ここで x
(ν+1)
i (i = 1, · · · , n) が αi(i = 1, · · · , n) に十分近いとすれば fi(x

(ν+1)
i ) ∼

fi(αi) = 0と見なせる. このとき (8)式は

0 ∼ fi(x
(ν)
i ) +

n∑
j=1

∂fi(x
(ν)
i )

∂xj
(x

(ν+1)
j − x

(ν)
j ). (9)

よって,

fi(x
(ν)
i ) ∼

n∑
j=1

∂fi(x
(ν)
i )

∂xj
(x

(ν)
j − x

(ν+1)
j ). (10)

ここで ∆x
(ν)
j ≡ x

(ν)
j − x

(ν+1)
j とすると,

x
(ν+1)
j = x

(ν)
j −∆x

(ν)
j . (11)

fi(x
(ν)
i ) ∼

n∑
j=1

∂fi(x
(ν)
i )

∂xj
∆x

(ν)
j . (12)

となって (5)式を多変数に拡張した式となる. (12)式を∆x
(ν)
1 , · · · , ∆x

(ν)
n を未知数とする

連立 1次方程式として解いて ∆x
(ν)
j を定め,それを (3)式に入れることで解を求められる.

fi(x)が複素変数 xの複素関数であっても (12)式は形式的にそのまま使える3 ).

3 ) 複素数 z を z ≡ x + iy (i は虚数単位) とすると f(z) = u(x, y) + iv(x, y) と置ける. よって,
f(z) = f2(u, v)と表せて 2変数連立方程式と書ける. したがって, (12)式を n = 2として解けばよい
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収束性

ニュートン法をつかって誤差がどのような振る舞いをするか考える. 簡単のために 1変数
のときを考える. 解 αが単純孤立した解4 )で, αの近傍で f が素直な関数でかつ

f ′(α) ̸= 0

(
連立方程式のときは,行列

[
∂fi(α)

∂xj

]
が正則

)
. (13)

ν を∞までもっていくと
x(ν) → α (ν → ∞)

であるような出発値 x(0) を考える. このとき誤差を

ϵν = x(ν) − α (14)

とする. ある N より先の ν (> N )に対して ϵν がとても小さくなると考える. 反復公式 (5)

式より ν + 1回目の xの値は

x(ν+1) = x(ν) − f(x(ν))

f ′(x(ν))
. (15)

f(x(ν))をテイラー展開して

f(x(ν)) = f(α) + f ′(α)ϵν +
1

2!
f ′′(α)ϵ2ν + · · · . (16)

f ′(x(ν))をテイラー展開して

f ′(x(ν)) = f ′(α) + f ′′(α)ϵν +
1

2!
f ′′′(α)ϵ2ν + · · · . (17)

これを (5)式の右辺第 2項に代入する.

f(x(ν))

f ′(x(ν))
=

f(α) + f ′(α)ϵν + f ′′(α)
ϵ2ν
2

f ′(α) + f ′′(α)ϵν
+O(ϵ3ν)

=
1

f ′(α)

f(α) + f ′(α)ϵν + f ′′(α) ϵν
2

2

1 + f ′′(α)
f ′(α) ϵν

+O(ϵ3ν). (18)

4 ) 「単純独立した解」がどういう解なのかよくわからない.おそらく近傍に解がない,かつ重解でないこと
だと考えられる.
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f ′(α)
ϵν

∣∣∣∣≪ 1とすると5 )

f(x(ν))

f ′(x(ν))
≈ 1

f ′(α)

(
f(α) + f ′(α)ϵν +

f ′′(α)

2!
ϵ2ν +O(ϵ3ν)

)(
1− f ′′(α)

f ′(α)
ϵν − 1

2!

f (3)(α)

f ′(α)

)
+O(ϵ3ν)

=
1

f ′(α)

(
f(α) +

(
f ′(α)− f(α)f ′′(α)

f ′(α)

)
ϵν +

(
f ′′(α)

2
− f ′′(α)− f(α)f (3)(α)

2f ′(α)

)
ϵ2ν +O(ϵ3ν)

)
=

f(α)

f ′(α)
+

(
1− f(α)f ′′(α)

f ′(α)

)
ϵν +

(
f ′′(α)

2f ′(α)
− f ′′(α)

f ′(α)
− f(α)f (3)(α)

2(f ′(α))
2

)
ϵ2ν +O(ϵ3ν).

(19)

ここで f(α) = 0なので

f(x(ν))

f ′(x(ν))
≈ − f ′′(α)

2f ′(α)
ϵ2ν + ϵν +O(ϵ3ν). (20)

今 (5)式に戻り,両辺から αを引く

x(ν+1) − α = x(ν) − α− f(x(ν))

f ′(x(ν))
. (21)

ここで (20)式を代入すると

ϵ(ν+1) = ϵν − ϵν +
f ′′(α)

2f ′(α)
ϵν

2 +O(ϵ3ν)

=
f ′′(α)

2f ′(α)
ϵν

2 +O(ϵ3ν). (22)

ここで O(ϵ3ν)を無視する. さらに (14)式より,

∥ x(ν+1) − α ∥≈ f ′′(α)

2f ′(α)
∥ x(ν) − α ∥2 . (23)

(23)式の形の収束状況は 2次収束と呼ばれる. 大雑把にいって「誤差が毎回 2乗で減る」
あるいは「正しい桁数が反復 1 回ごとに倍に増える」. N を事前に知ることはできない.

5 ) |δ| ≪ 1のとき 1
1+δ

をマクローリン展開して

1

1 + δ
=

1

1− 0
+

d

dδ

(
1

1 + δ

)∣∣∣∣
δ=0

· δ +
1

2!

d2

dδ2

(
1

1 + δ

)∣∣∣∣
δ=0

· δ2 + · · ·

= 1 +

(
−

1

(1 + 0)2
· δ
)

+
1

(1 + 0)3
· δ2 + · · ·

∼ 1− δ

と近似できることを用いた
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そのため (23) 式になるための条件 ν が N を超えたかどうかは前もって具体的に調べる
手段はない. (23)式のような収束状況に到達したかどうかは, x(ν) − x(ν+1) を観察してい
ればわかる. 誤差 x(ν) − x(ν+1) が (23) 式の様に振舞いをするようになった場合は誤差
x(ν) − x(ν+1) が真の解からの誤差とほぼ同じになった場合である. つまり,

x(ν) − x(ν+1) ≈ ϵν

= x(ν) − α (24)

となったとき (23)式に到達したとみなしてよいということである.

αがm重解のとき,つまり f ′(x(ν)) = f ′′(x(ν)) = · · · = f (m−1)(x(ν)) = 0であるとき,

f(x) = (x− α)mg(x) (g(α) ̸= 0) (25)

となるとする. このときの収束性を (23) 式と同様に求めていく. 先ほどと同じ様に
ϵν = x(ν) − αとおく. 更に f(x(ν))をテイラー展開して

f(x(ν)) = f ′(α) + · · ·+ 1

(m)!
f (m)(α)ϵmν +

1

(m+ 1)!
f (m+1)(α)ϵm+1

ν + · · ·

=
1

(m)!
f (m)(α)ϵmν +

1

(m+ 1)!
f (m+1)(α)ϵm+1

ν + · · · . (26)

f ′(x(ν))をテイラー展開して

f ′(x(ν)) = f (2)(α) + · · ·+ 1

(m− 1)!
f (m)(α)ϵm−1

ν +
1

(m)!
f (m+1)(α)ϵmν + · · ·

=
1

(m− 1)!
f (m)(α)ϵm−1

ν +
1

(m)!
f (m+1)(α)ϵmν + · · · . (27)

これを (5)式の右辺第 2項に代入する.

f(x(ν))

f ′(x(ν))
=

1
(m)!f

(m)(α)ϵmν + 1
(m+1)!f

(m+1)(α)ϵm+1
ν + · · ·

1
(m−1)!f

(m)(α)ϵm−1
ν + 1

(m)!f
(m+1)(α)ϵmν + · · ·

=
(m− 1)!

f (m)(α)ϵm−1
ν

1
(m)!f

(m)(α)ϵmν + 1
(m+1)!f

(m+1)(α)ϵm+1
ν + · · ·

1 + f(m+1)(α)
mf(m)(α)

ϵν + · · ·

=
1

f (m)

1
mf (m)(α)ϵν + 1

m(m+1)f
(m+1)(α)ϵ2ν + · · ·

1 + f(m+1)(α)
mf(m)(α)

ϵ
ν
+ · · ·

(28)

∣∣∣∣f (m+1)(α)

f (m)(α)
ϵν

∣∣∣∣≪ 1とすると
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f(x(ν))

f ′(x(ν))
≈ 1

f (m)

(
1

m
f (m)(α)ϵν +

1

m(m+ 1)
f (m+1)(α)ϵ2ν

)(
1 +

f (m+1)(α)

mf (m)(α)
ϵν

)
　+O(ϵ3ν)

=

(
1

m
ϵν +

1

m(m+ 1)

f (m+1)

f (m)
(α)ϵ2ν

)(
1 +

f (m+1)(α)

mf (m)(α)
ϵν

)
　+O(ϵ3ν)

=
1

m
ϵν +O(ϵ2ν). (29)

今 (5)式に戻り,両辺から αを引く

x(ν+1) − α = x(ν) − α− f(x(ν))

f ′(x(ν))
. (30)

ここで (29)式を代入すると

ϵ(ν+1) = ϵν − 1

m
ϵν +O(ϵ2ν)

=

(
1− 1

m

)
ϵν +O(ϵ2ν). (31)

ここで O(ϵ2ν)を無視する. 更に, (14)式より

|xν+1 − α| ≈
(
1− 1

m

)
|xν − α| (32)

となる. これは xν → αとなったとしても,縮小率
(
1− 1

m

)
の「のんびりとした 1次収

束」である.

計算の終了判定

数値計算でどれだけ精度が良くできるか δ で見積もってみる.

x = α の近くで関数値 f(x) を計算する際に, 予想される丸め誤差などの計算誤差の大体
の大きさ δ の見当を,何らかの方法でつけておけるとする. このとき,

|f(x(ν))| < δ (33)

となったら計算を終えることができる. 今, f(x) = 0となる x = αを求めようとしている
ので計算誤差の範囲内で f(x(ν)) = 0となったらもうそれ以上は精度良くは求めることが
できないのである.
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(33) 式で, 重解を持たないとき, つまり f ′(x(ν)) ̸= 0 とはっきり分かっていれば, (24) 式
より

|x(ν) − α| ≈ |x(ν) − x(ν+1)|

=

∣∣∣∣ f(x(ν))

f ′(x(ν))

∣∣∣∣
≤ δ

|f ′(x(ν))|
(34)

である. αがm重解のときの計算終了規則で停止したときは (25)式より

(xν − α)m =
f(xν)

g(xν)
≤ δ

g(xν)
, (35)

つまり
|xν − α| ≤

∣∣∣∣ δ

g(xν)

∣∣∣∣ 1
m

(36)

となる. すなわちm重解の精度は,桁数にして,計算精度の 1

m
くらいしかないということ

である.

減速

出発値 x(0) を決めることも難しく,見当外れの場所から始めると収束どころか発散や振動
を起こすこともある. よって,収束性向上の工夫として「減速」をおこなう. この手法は反
復公式 (5)式の代わりに

x(ν+1) = x(ν) − µ(ν) f(x
(ν))

f ′(x(ν))
(37)

を用いる.

ここで µ(ν) は各 ν ごとに,まず, µ(ν) = 1とおいて x(ν+1) を計算し,もし∣∣∣∣f (x(ν) − µ(ν) f(x
(ν))

f ′(x(ν))

)∣∣∣∣ < (1− µ(ν)

4

)
|f(x(ν))| (38)

ならばよく, (38)式が成り立たないなら (38)式が成立するまで µ(ν) を半分に減らしてい
くようにして定める. かなり緩やかな仮定のもとで, 「そのような µ(ν) は必ず存在する」
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図 2 ニュートン法が収束しない例. αが求めたい解. x(0) から始めて,解を求めようと
すると,途中で勾配 f ′ が負になってしまい,収束しない.

ことが保証される6 ). つまり勾配 f ′ が負になることで起こる振動を防ごうとしている. 減
速ニュートン法を図にまとめたのが図 3である.

このようにして, 関数 f(x(ν)) の絶対値が次第に減少していけば, いつかは x(ν) が解の近
くにたどりつくであろうと思うのである.

6 ) 図 3 の σ は条件 (38) 式が成り立つように f

(
x(ν) − µ(ν) f(x(ν))

f ′(x(ν))

)
より少し上にするためのもの.

σ =
1

4
という数字には意味はない.
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図 3 減速ニュートン法の例. α が求めたい解. f ′(x(1)) が負にならないように
f

(
x(0) − µ(0) f(x

(0))

f ′(x(0))

)
< (1 − σµ(0))f(x(0)) という制限をかけている. ここで四

角で囲まれた文字は距離ではなく比率を表している.
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例題

次の関数 f(x)が f(x) = 0となる解をニュートン法を用いて求めなさい.

(1)f(x) = tanh(x) + 0.2x+ 0.3

(2)f(x) = x5 − 7x4 + 16x3 − 8x2 − 16x+ 16

(2)は解析的に求められて, f(x) = (x+ 1)(x− 2)4 となり, x = −1, x = 2である.
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